Metode numerice pentru ecuatii
diferentiale. Simularea sistemelor

Probleme cu valori initiale. Problema Cauchy

O clasa generala de modele, ca cea a sistemelor dinamice este caracterizata de variabilele de stare si
descrise de un set de ecuatii diferentiale. In general, se presupune ci avem m ecuatii diferentiale,
fiecare de ordinul n;, acestea pot fi transformate intr-un sistem de n = %, n; ecuatii diferentiale de

ordinul 1. Solutia este unica daca se definesc n conditii initiale.
Se defineste problema cu valori initiale (problema Cauchy):
dx(t)
=f(tx
A, D
x(to) = X
unde x(t) = [x1(t), x2(t), ... xn(t)]T este vectorul variabilelor de stare si Xy = [x1(to), x2(to), ... ,xn(to)]T

sunt conditiile initiale corespunzatoare.

Metoda Euler
Pentru a introduce metoda Euler, vom considera versiunea scalara a problemei (1)

x(6) = f(t,x), tE [total, cu x(tp) = xo (2)
Utilizand definitia derivatei lui x, rezulta:

x(t +h) —x(t)
h

Ca urmare, pentru o valoare h mica, x(t + h) = x(t) + hf (t, x). Este convenabil sa se defineasca o

= f(t,x) (3)

x(t) = }li_r%

variabila discreta k, in locul variabilei continue timp ¢, cat = t, = hk + ty,undety, <t <t, sik=0,
1,2 ..n

Aceasta transformare liniara este echivalenta cu discretizarea variabilei independente t in n+1
puncte, dupad cum este ilustrat de Figura 1. Se introduce variabila discreta xx. Derivata se

aproximeaza prin diferente finite si rezulta:

ty +h) — x(t _
x(ty Zl x(t) _ xk+1h Xk _ f(tie, Xi)

Xg+1 = X + Af (tg, xp) (4)

x(ty) =

pentruk=0,1,2,..n-1.
Daca functia fnu depinde explicit de timp, relatia (4) se scrie:

Xp+1 = X + hf(xg) (5)
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FIGURA 1. RELATIA INTRE TIMPUL CONTINUU T $I TIMPUL DISCRET K

Daca timpul este continuu (t), variabila de stare este semnalul x(t) continuu. Daca timpul este

discret, variabila de stare este xx. Pentru un pas h, suficient de mic, x;, = x(t;) = x(t).

Rezolvarea iterativa a ecuatiei (5) va aproxima solutia problemei (2). Se observa ca toate variabilele
din membrul drept al ecuatiei (5) sunt la timpul k, iar cea din membrul stang, la k+1. Aceasta

metodad, se numeste metoda Euler.
Metode Runge-Kutta

O familie de metode iterative pentru aproximarea solutiilor ecuatiilor diferentiale este Runge-Kutta.
Cea mai des utilizata dintre ele este metoda Runge-Kutta de ordinul 4 (notata prescurtat RK4),

bazata pe aproximarea:
1
unde:
Ky = f(xx)

1
Ky = f(xx + EhKl)
1 (7)
Kz = f(x +§hK2)
Ky = f(x) + hK3)
Metoda este precisa, usor de implementat si nu mai necesita evaluarea altor derivate.

Obs. Pentru probleme in care nu se cunosc conditiile initiale ci se cunosc conditiile finale:

dx(t) o
T f(x), cu conditiile:  x(tf) = x¢

aproximarea prin diferente finite poate fi scrisa:

x(tx) — x(t —h) _ X T Xk-1 _
h h

x(ty) = f ()



Exercitii

Xp-1= X — hf(xy), k=nn—-1,..1 (8)

1. Rezolvati sistemul de ecuatii diferentiale:

o a0 T

-

{ ¥1=%2 oy conditiile initiale x:(0) = 0, x2(0) = 1, si t=[0, 3n]

X2 = =X
Determinati solutia analitica utilizand functia Matlab dsolve (necesita SymbolicMath
Toolbox).

Rezolvati sistemul utilizand functiile Matlab ode23 si ode45.

Rezolvati sistemul de ecuatii utilizand metoda Euler

Rezolvati sistemul de ecuatii utilizdnd metoda Runge-Kutta de ordinul 4
Reprezentati grafic solutia in toate cazurile anterioare. Pentru solutia de la punctul a
utilizati functia Matlab fplot.

Modificati pasul de integrare si urmariti influenta lui asupra rezultatelor
Rezolvati problema daca se cunosc conditiile finale x;(37) = 0, x2(31) = -1, pe acelasi
interval de timp.

2. Rezolvati ecuatia diferentiala de ordinul 3:

X =—x, cu conditiile initiale x(0) = 1, x(0) =0, ¥(0) =0, si t=0.10

a.

o a0

Determinati solutia analitica utilizand functia Matlab dsolve (necesita SymbolicMath
Toolbox).

Transformati ecuatia diferentiala de ordinul 3 intr-un sistem de ecuatii diferentiale
de ordinul 1

Rezolvati sistemul utilizand functiile Matlab ode23 si ode45.

Rezolvati sistemul de ecuatii utilizind metoda Euler

Rezolvati sistemul de ecuatii utilizdnd metoda Runge-Kutta de ordinul 4
Reprezentati grafic solutia in toate cazurile anterioare. Pentru solutia de la punctul a
utilizati functia Matlab fplot.

Modificati pasul de integrare si urmariti influenta lui asupra rezultatelor

3. Se considera un sistem - tren de jucarie - format dintr-o locomotiva si un vagon care se
poate deplasa numai intr-o singura directie (Figura 2).

FIGURA 2.TREN

Masa locomotivei este M:si masa vagonului este Mz. Locomotiva si vagonul sunt legate intre ele cu

un resort care are constanta elastica k. Trenul se deplaseaza cu frecare, cu constanta de frecare .

Forta dezvoltata de locomotiva se noteaza cu F(t). Fortele care actioneaza asupra fiecarei

componente a sistemului sunt reprezentate in Figura 3 unde cu x:= x:(t) si x2= x2(t) s-au notat

deplasarile pe orizontala pentru locomotiva si respectiv pentru vagon.
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FIGURA 3. FORTELE DIN SISTEM

Conform legii a 2-a a lui Newton, suma fortelor care actioneaza asupra fiecarui corp este egala cu
masa sa inmultitd cu acceleratie. In acest caz, fortele care actioneazi asupra corpului de masa M;
sunt forta aplicata de locomotiva, forta elastica a resortului si forta de frecare. Fortele care
actioneaza asupra corpului de masa M: sunt forta elastica si forta de frecare. Ecuatiile de miscare pe
orizontala sunt:

My3;(t) = F(6) — k(x1(£) — x,(t)) — uMy g%, (t)

11
M;x5(t) = k(x1(t) - xz(t)) — uM; gx, (t) ()

Valorile constantelor sunt: M; = 1 kg, M>= 0.5 kg, k=1 N/s, u=0.002 s/m, g = 9.8 m/s2. Semnalul de
intrare pentru acest sistem este forta locomotivei u(t) = F(t). Ca variabile de stare se aleg
urmatoarele marimi: deplasarea locomotivei z;(t)=x:(t), viteza locomotivei z,(t) = x;(t),
deplasarea vagonului z3(t)=x;(t), viteza vagonului z, (t) = x,(t).

a. Scrieti ecuatiile de stare in forma matriciala:

z(t) = Az(t) + Bu(t) (12)
Alegeti un set de conditii initiale potrivit aplicatiei.

c. Considerati ca iesirile procesului sunt: deplasarea locomotivei si deplasarea vagonului.
Scrieti matricile € si D de dimensiuni corespunzatoare, astfel incat sa obtineti ecuatia de
iesire sub forma matriciala:

y(t) = Cz(t) + Du(t) (13)

d. Simulati raspunsul sistemului pentru o intrare treapta unitara in Simulink, din conditiile
initiale de la punctul b.

e. Rezolvati sistemul (12), cu conditiile initiale alese la punctul a, utilizand functia Matlab
ode23. Considerati intrarea u(t)=1. Reprezentati grafic evolutia in timp a variabilelor de
stare z; si z3. Comparati rezultatele cu cele obtinute la punctul d.

f. Rezolvati sistemul (12), cu conditiile initiale alese la punctul b, utilizand metoda Runge-
Kutta de ordinul 4. Considerati intrarea u(t)=1. Reprezentati grafic evolutia In timp a
variabilelor de stare z; si z;. Comparati rezultatele cu cele obtinute la punctele d si e.

g. Rezolvati sistemul (12), cu conditiile initiale alese la punctul b, utilizand metoda Euler.
Considerati intrarea u(t)=1. Reprezentati grafic evolutia in timp a variabilelor de stare z; si
z3. Comparati rezultatele cu cele obtinute la punctele d, e si f.

h. Daca iesirile sistemului sunt toate variabilele de stare, scrieti matricile C si D si ecuatia de
iesire (13).



